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O presente trabalho traz uma abordagem quantitativa, que
pretende ao mesmo tempo ser didatica e simplificada,
https://orcid.org/0000-0003-3997-3312 mostrando aplicagdes do conceito de massa reduzida em
problemas de fisica envolvendo energia em um sistema isolado
com dois corpos. Mediante uma revisdo de literatura na area
verificou-se a deficiéncia de tal analise em materiais didaticos.
Buscando contribuir com tratamentos do tipo, este trabalho
prop&e uma simplificacdo do conceito de massa-reduzida e faz
sua aplicagdo em problemas de dois corpos envolvendo energia.
Tal abordagem pretende ser Util aos professores em seu
exercicio  profissional, mostrando uma alternativa para
abordagens didaticas em sala de aula.
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ABSTRACT

The present work brings a quantitative approach that
aims at the same time to be didactic and simplified,
showing applications of the concept of reduced mass in
physics problems involving energy in an isolated system
with two bodies. Through a literature review in the area,
the deficiency of such analysis in didactic materials was
seen. Seeking to contribute to treatments of this type, this
work proposes a simplification of the concept of reduced
mass and makes its application in problems of two bodies
involving energy. Such an approach can be useful to
teachers in their professional practice, showing an
alternative to didactic approaches in the classroom.

Keywords: Energy. Mass-reduced. Physics problems.

INTRODUCAO

Muitos estudantes possuem certa inseguranca e
desconforto ao se depararem com problemas de
fisica envolvendo  dois  corpos, conforme
apresentado por TARSIA (1997) e HAGA (2008). Tais
obstaculos estdo presentes em diversos ramos da
fisica, desde a correcdo da massa finita na andlise
dos postulados de Bohr, como duas estrelas em um
sistema de estrelas binarias, dois corpos em uma
colisdo, o elétron e o préton em um atomo de
hidrogénio, os dois atomos de uma molécula
diatdbmica, dentre outros, estudados em CUNHA
(2017). O objetivo dessa pesquisa é propor uma
simplificacdo do conceito de massa-reduzida e
fazer sua aplicagdo em problemas de dois corpos
envolvendo energia. Para isso, € necessaria uma
andlise do centro de massa do sistema e da
velocidade relativa entre os corpos, considerando
uma situacao livre de atrito na qual as interagdes
gravitacionais sdo despreziveis.

DESENVOLVENDO A EXPRESSAO DE
ENERGIA ENVOLVENDO MASSA REDUZIDA
Considere, por exemplo, dois corpos de massas
Ma e mE, 0s quais se movem ao longo do
mesmo eixo x e em mesmo sentido com respectivas

] 5y u . .
velocidades 4 e F, conforme a figura. O eixo
esta contido em um plano horizontal e liso.

. . m m
Figura 1 - Dois corpos de massas ~* e % com
. . 17 15
suas respectivas velocidades “ e "# ao longo do
eixo X.
— —
A B
4 O O > X
0

Fonte: Propria.
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Perceba que a energia total do sistema em
relacdo a origem O é dada por:

1 2,1 2
E=-m,vy; +;m3vﬂ

(Uc}

Porém, a velocidade do centro de massa

(UR}

desse conjunto e a velocidade relativa entre

0s corpos podem ser expressa por:

__ mavatmpgvg

1_] =
c myt+mpg @)

Vg vy, — Ug Uy = Vg 3)

l

Logo, vamos escrever a energia do sistema
em relacado ao centro de massa.

Da equacéo (3) temos,

vy = vg T g
que substituindo na equagdo (2),

_ my(rgtrgltmprg
myt+mpg 4)

. B
a qual pode ser organizada para encontrar = em

funcdo da velocidade do centro de massa do
sistema e da velocidade relativa como,

TH 2
Vg = v, — —2—

mytmpg )
Caso seja realizado o mesmo processo agora

para UA, da equagdo (3) BT A _UR, que

substituindo na equacao (2), temos:

__ muvatmpgivg—vg)
my+mpg (6)

Ve

E  possivel que seja rearranjada para
. Uy .

relacionarmos a velocidade do centro de massa

do sistema e a velocidade relativa entre os corpos

dados. Desta forma, com um pouco de

manipulagdes algébricas, teremos

MmMpuw
v, = Ve ER
mytmg (7)
Nesta ocasido, escreveremos a energia

substituindo a equacao (5)
equacao (1):

e a equacgao (7) na
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1 mgv, z 1 My v 2
E=—rnﬂ(uf+ﬁ) —|——m5.(vt-—ﬁj
2 my+mpg 2 my+mpg

©)
Desenvolvendo e organizando os termos da
equagao anterior, encontramos:

mampg

1 241 =
E=-(m, +tmglv:+ = r
> [ A .E) c [m‘q'ﬁﬂ_ﬁ) R 9)

-

Considere a soma das massas dos

corpos A e B e, " 3 massa reduzida desse sistema

envolvendo os dois corpos:

M=my,+mg (10

u= mamg
my+mpg (1)
Reescrevendo:
1 2 1 4
E=-Mv; +Zuvg

(12)

O termo “massa reduzida” recebe esse nome,
pois caso os dois corpos tenham o mesmo valor de
massa (my =mg = mj, o valor de K serd menor
que cada um deles, individualmente. A mesma
expressao é desenvolvida atraves das leis de
Newton em NUSSENZVEIG H. (2013) e TAYLOR
(2005).

APLICACAO

Seguidamente, um problema sera apresentado
bem como sua solugdo tradicional e, em seguida,
outra resolugdo, com a aplicagdo da massa
reduzida.

Problema

Considere uma pequena esfera de massa
com velocidade inicial que colide com um sistema
massa-mola, de massa e constante elastica ,
inicialmente em repouso sobre uma superficie sem
atrito, conforme ilustra a Figura 2. Dito isto,
determine a compressdo maxima da mola,
considerando sua massa desprezivel.
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Figura 2 - Uma esfera de massa "> é lancada

r

. N o
com velocidade inicial "® em direcdo ao bloco de

i
massa - acoplado a uma mola de constante

Lo k ,
elastica ~ estd em repouso.

m
m, k 2

S— -

Fonte: CAHN et al. (1994)

Solucdo tradicional

O sistema descrito anteriormente se encontra
sujeito apenas a atuacdo de forgas conservativas,
logo, podemos escrever a seguinte relacdo
envolvendo as energias do sistema:

[:ECL'\I'E'!TICAJA.\TI’EF = (ECINE'!HCA + EPGI’ENCIALJDEPOIE

(13)

Observe que o bloco com a mola nao esta fixo,
portanto, quando a esfera comecar a comprimir a
mola de um lado, a medida que a mola for sendo
imprensada pela esfera ela deve empurrar em sua
outra extremidade, o bloco, de modo que a
compressao maxima ocorrera quando a velocidade
relativa entre os corpos for nula. A velocidade
relativa nula, por sua vez, implica que eles
permanecam imoéveis um em relacdo ao outro (no
referencial ligado aos corpos) , ou seja, ndo se
aproximam e nem se afastam nesse instante, por
isso a distancia entre os corpos € minima e a
deformacao da mola é maxima.

1 7 1 7 1 7 1 7
-my V5 =-mqu” + -mou® + -kx®
: 2 : : (13.)

1 2 _ 1 a1, =
-my Vg == (my + my)u” + -kx” (13.2)

onde, ¢ a velocidade da esfera e do bloco no
instante da deformacdo maxima.

Todavia, temos uma nova incognita em nosso
problema, sendo necessario, dessa maneira,
desenvolver uma nova equacdo. Como o sistema
possui somente forcas internas, visto que os pares
das forcas de contato (acdo e reacdo, possuem
mesmo modulo e mesma direcdo, mas sentidos
opostos, atuando em corpos diferentes) anula-se,
podemos escrever a conservacdo do momento
linear na horizontal.
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(P) anres = (P)pepors (14)

myVy = myu+ myu (15

L
Isolando , temos:

— my Vg
u my tmy (16)

A velocidade do conjunto logo apés a colisao é

)
definida por . Nesta ocasido, substituindo a
equacdo (16) na expressao da energia cinética
equacgao (13-2), encontramos:

1 . 1 mt, Y 1, .
;leD- == (m, + m,) (ﬁ) —|—;k:::' an

Dividindo ambos os lados da equagao (17) por 2
e desenvolvendo-a, teremos:

- m-ve -
m, Vy = (my +m,) ——=2— + kx*
= Lm._+m=:|" (’]8)
-~ :':I"I'-"'V: -
m, V- —,_—D = I{:X"
1o Lm._+m:} (19)
':m.+m..}m.V§'—m'."'V§' e
1 2 1 1 = kx?
'::l:n._+m=:l (20)
(mIvy+ m._m:Vé':l—m'."_'V; .
- = KX~
(m,+m,) (2T
] g

i Vo = kT )

_ | mymg
* Vuwlk(m._ﬂm:} (23)

Solugdo por massa-reduzida

Nesta ocasido, solucionaremos O mesmo
problema fazendo-se uso da massa reduzida do
sistema.

Visto que somente forgas conservativas
atuam (forcas nao conservativas sao restringidas) a
energia mecanica é constante, logo, podemos usar
a equacao (13) e equacao (12):

(EI‘._L'\"EFII'ICA ]A.'\".TEE = [EI‘.—L'\"E'II'ICA + EPGI’ENI‘.'IAL— ]DEPGIE

= (%Mué + %,{wﬁ +%kx:)

1 21 s
_M = — =
{3 ve + 2 'HUR} . DEPQIS (24)

ANTES
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Dividindo ambos os lados da equagao (24) por
2 e sabendo que a velocidade do centro de massa
permanece constante e, a velocidade relativa € nula,
quando a deformacdo da mola € maxima, pois
nesse instante os dois corpos devem ter mesma
velocidade, caso contrario ndo caracterizaria a
maxima deformacdo, a expressao se reduz a:

(4 UR: ]A.'\ITE_E' = (kx : ]DEPGIS (25)

Onde:
[
x=vg |-
R\llk (26)
vy =1, .
Sendo: , pois somente um dos corpos
_ ?J"I-_i':l"l:
K m; +mgy

inicialmente estd em movimento e ,
encontramos a equacao (23):

v | My Ty
x= PP —
“"Jk(ml +m,)

Assim, temos a energia do sistema em funcao
da velocidade do centro de massa e em funcdo da
velocidade relativa entre os corpos envolvidos.
Perceba que em problemas de energia onde dois
corpos fazem parte do sistema de analise, fica
muito Util e simples utilizar a energia escrita dessa
forma.

O primeiro termo da equacdo (12) corresponde
a energia cinética do centro de massa e, o segundo
termo relaciona-se com a energia cinética do
movimento relativo entre os corpos. Observe que

, - =10
no referencial do centro de massa , e a
1 a
T HVgR
energia cinética serd& minima dada por ~
Assim, a energia cinética dependera do referencial.

Antes e depois de uma colisao a velocidade do
centro de massa nao varia, 0 que nos permite
escrever:

1 P 1 -
AE = ;_{w;; —ZuvR o7

I
Vg . . . -
onde ¥ ¢é a velocidade relativa apds a colisao.
Concluimos assim que a variagdo da energia
cinética ndo depende do referencial.

Em uma colisdo elastica, por exemplo, a
variagdo de energia cinética € nula, o que nos
permite escrever.

Essentia (Sobral), v.21, n 1, 2020, p. 75-82
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Comprovando assim que a velocidade
relativa ndo é alterada pela colisdo, satisfazendo a

~ - .. o e=1
relacdo em que o coeficiente de restituicdo

de

A perda maxima energia cinética
0 .

corresponde ao fato de , verificando a

partir da nossa equacao 27 em que a energia final é

nula, assim temos:

_ 1 2
AE = :_uuR 28)

O sinal negativo indica perda de energia e o

¥

fato de 'R D, justifica-se no fato em que em
uma colisdo inelastica os corpos ficam juntos, ou
seja, a velocidade relativa € nula.

Neste topico, serao abordados e resolvidos
alguns exemplos em que a aplicacao do conceito
de massa reduzida torna a solucao dos problemas

mais rapida e intuitiva.

Exemplo 1

Note que que a mesma ideia poderia ser
aplicada em um problema de eletrostatica
envolvendo dois corpos carregados eletricamente
com mesmos sinais, por exemplo:

A figura mostra duas pequenas esferas A e B

inicialmente em repouso, apoiadas sobre uma
mesma superficie horizontal lisa, com cargas
elétricas e massas, respectivamente, iguais a +Q, M
e + g, m. Estando a esfera A inicialmente a uma
distancia infinita de B, ela é empurrada e adquire
uma velocidade inicial V, conforme a figura.
Determine a distancia minima atingida entre as
caixas no movimento posterior.
Figura 3 - Duas pequenas esferas A e B, ambas
carregadas  positivamente, inicialmente, muito
afastadas. A esfera B estd em repouso e a esfera A
possui velocidade V.

B

=" ©

Fonte: Propria.

Solugdo tradicional
O sistema descrito possui somente forcas
conservativas (ndo atuam forcas nao
conservativas), pode-se entdo escrever a
conservacao de energia mecanica do seguinte
modo:

ISSN: 1516-5408
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[:EL'L'\.I'IE':TICA )A..'\TI'EE = (ECL'\.I'E':TII‘_'A + EPOTENI‘_'IA.L :]DEPOIS

Observe que o bloco B ndo esta fixo, logo
quando o bloco A comecar a se aproximar, a
forca elétrica entre eles que os repelem comeca a
agir, fazendo que a velocidade do bloco A
diminua, mas com que a velocidade do bloco B
aumente, de modo que a distancia minima
ocorrera quando a velocidade relativa entre os
corpos for nula. A velocidade relativa nula implica
que eles permanegam imdveis um em relagdo ao
outro, ou seja, ndo se aproximam e nem se
afastam, nesse instante, por isso a distancia entre
0S COrpos é minima.

L oveel el 2 kea

S MaV" = omau” + omgu 3
1 . 1 ., k
EmAV- =3 (m, + mglu + %

Onde, ¢ a velocidade da esfera e do bloco
no instante da deformacdo méaxima.

Porém, temos uma nova incognita em nosso
problema, para resolver devemos ter uma nova
equacgdo. Como o sistema possui somente forcas
internas, podemos escrever a conservacao do
momento linear na horizontal.

(P )A.".I'I'E_‘.' = (P )DEPGIS

m,V =myu+ mgu

i
Isolando , temos:

myV

=—

m, +mg

Agora, substituindo na expressdao da energia
cinética, encontramos:

kQq
d

myV ):

1 .1
—m,V =—(m,+m (
2 4 2( 4 2 m, + mg

Multiplicando ambos os lados da equagdo
por 2 e desenvolvendo, temos:

2kQq
n, +mg)* d

mylV-

m,V? = (m, + mg) G

Essentia (Sobral), v.21, n 1, 2020, p. 75-82
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myV-

-

my Ve

_ 2kQq
(my,+mg) d

(my + mg) m, V> — miV*> _ 2kQq
(m, + mg) d

(m3V:+ mymgV?) —miV? _ 2kQq
(m, +mg) d

myimg Ve = 2kQq
(ms+mg) d

1 ||2qu[mA +mg)

V\J myMmpg

Solugdo por massa reduzida

Por ndo existir forcas ndo conservativas
realizando trabalho a energia mecanica é constante,
logo, podemos usar a equacao (12 ):

[EEINE'!TICA )A.".ITEE = (ECINE'!TII‘_'A + EPOTENI‘_'IA_L )DEPOI_'-'.'

(lm “+1 j (lM“+1 “+qu)
- Ve —Uvg =\1- Ve —Hvg —
2 2 ANTES 2 2 d /pepors
Multiplicando por 2 de ambos os lados da
equagdo e sabendo que a velocidade do centro de
massa permanece constante e a velocidade relativa
é nula quando a deformacdo da mola é maxima, a
expressao se reduz a:

) 2kQq
(HVg) antes =( A )
DEPOIS
Onde:
1 [2kQq
d=— |
v 1
R 4| f
vy, = I
Sendo: % % pois somente um dos
corpos inicialmente esta em movimento e
u= m‘g‘-:nB
MATME encontramos:
1 ||2qu[mA+mB]
V,J myMpg
Exemplo 2

Calcule a perda de energia, devido ao
impacto central e direto, de duas pequenas

ISSN: 1516-5408
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I I
esferas de massas, 4 e

Va

B com velocidades

V; .
e F respectivamente, movendo-se uma em
direcdo a outra. (Considere que, apds o impacto,
os dois corpos se movimentam em sentidos
. S €
opostos e o coeficiente de restituicdo vale ).

My

Figura 4 - Duas pequenas esferas de massas e
Mg . 1A Vz .

com velocidades e , respectivamente
em sentidos opostos.

A B

Vi
o>

Fonte: Propria.

Vs .

Solugéo tradicional

Usando a equagdo (1) para a situacao antes e
depois e sabendo que a perda de energia é dada
pela diferenca entre a energia antes da colisdo e a
energia depois da colisdo, assim temos:

1 5 1 a
EA:‘!E‘EIE = ;IRA.L{Q_ + ;IH’BVB_ (29)

Eﬂapoiﬂ' = %IHALH: + %IHBL{’B"I:
- - (30)
L_rn' ¢
Para encontrar “? e ¥, podemos escrever a
equacao da conservagdo do momento linear
equacao (14), ja que, nesse problema, sé existem
forcas internas:
m,V, — mgVy = —m,Vy + mzVy
@31
Observe que o sinal ( - ) indica o momento
linear no sentido contrario ao eixo adotado para a
direita. Perceba que existem duas incognitas em
I r
nossa equacao, ha e s que devem ser
substituidas na expresséo da energia depois da
colisao. Assim, precisaremos de outra equacao:
vg Vi + Vg

vg Vit Vs (32

V:’
Agora dessa equacdo (32) isolando *

Vi =e(Vy +V;
i=e(a ) substituindo na

muVy —mgVy = —myue(Vy +V5) +mgly 33)
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Organizando
M
Vg =—"[Va +e(V + V)] -V,
Mg
| £ .
Encontramos assim © em funcdo de # e

V; . S
#  Realizando o mesmo raciocinio para encontrar

A Va

1
emfuncdode * e ¥, temos:

T’g:::_i[vﬁ' +EU{4+VB]]_T’JA

(34)

v, Vs
Agora substituindo “ e %

(30) da energia final, encontramos:

na equagao

A

L (mg E1o(my
B =54 2l el )+ 2+l 1)),
4 B

(35)

Assim, com um pouco de algebra, subtraindo
a equagao (34 ) da equacao (29), a energia perdida
pode ser expressa por:

_ 1 mympg

EPE:":i:':m - E'::'ﬂ,z,-H'ﬂB:'

(v, + V)7 (1—e?)
(36)

Solugdo por massa-reduzida

Para calcular a perda de energia, podemos
fazer, simplesmente, a energia existente antes da
colisdo subtraida da energia ao final da colisdo,
ficando assim:

=E

Antes

EPH:"didﬁ - Eﬂapois

37)

1 . 1 . 1 ) 1 .
Freriza =3M0E +5 00~ (5MvE + 300 g

Logo, pelo fato de ndo existir forgas externas, a
velocidade do centro de massa permanece constante
0 que nos permite simplificar a equagéo (27):

Eperdida = EH[E’]R: - Ufj (39)

'
7
Observe que ® encontramos na equacdo do

coeficiente de restituicdo equacgdo (32):

vg Vi + Vg
fF=— = —
Vy + V5

ISSN: 1516-5408 Bl
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Assim,
vy =V +V;

1 - -
Eperdidza = E.“{U'ﬁ + VB)' - [E(VA + VB]]'} (40)

1 \ .
Eperdida = EFU’;; 1) (1—e”) @

Onde
myMg
="
m, +mg
1 mymg

Eperdidze = =————(Vu + V)7 (1 —¢*
Perdida EEITEA+IHBJ(A+ .E'] ( € j

0=—e="1 e = 0
Note que , para , temos
que a energia do sistema antes seria totalmente
, . e=1
perdida e perceba também que , terlamos

uma colisdo perfeitamente elastica, na qual toda a
energia iria se conservar, logo a energia perdida
pela expressdo que encontramos se reduz a zero,
justificando, de maneira coerente, o sucedido.

CONCLUSAO

O trabalho desenvolvido comparou duas solucées
alternativas para os mesmos problemas e exemplos
apresentados, mostrando mediante uma analise
quantitativa a eficiéncia do conceito de massa
reduzida.

Com efeito, ao utilizar o conceito de massa
reduzida em problemas de energia envolvendo dois
corpos, tornamos a resolucdo do problema mais
simples e rapida, visto que trabalhamos com um
numero menor de equacdes, essa conjuntura é Util
aos professores como uma alternativa a mais na
solugdo de problemas desse género. Ademais, tal
concepgdo torna o resultado mais eficiente, no
sentido de usar bem o tempo de aula, que
geralmente é bem reduzido na disciplina em
questao, a qual tem uma imensa quantidade de
contelidos importantes para formagdo do aluno.

Portanto, podemos utilizar a equacdo (12)
quando nado existir forcas dissipativas e quando
ndo possuir forgas externas no sistema, visto que
a energia se conserva e o momento linear
também, deixando assim uma  solucao
simplificada e mais elegante, pois a forca externa
é nula, implicando na aceleragdo do centro de
massa ser nulo, ou seja, a velocidade do centro
de massa deve permanecer constante.
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