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conjuntos numéricos sdo comuns em olimpiadas de matematica como,
por exemplo, a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP). Nessa perspectiva, a participagdo dos autores no Programa de
Iniciacdo Cientifica Junior da OBMEP - PIC OBMEP da Universidade
Estadual Vale do Acarau (UVA) e o contato rotineiro com problemas que
se encaixam na descricdo acima induz o desejo em investigar, de modo
mais qualitativo, algumas das ferramentas que sdo utilizadas para a
resolugdo de tais problemas. Diante disso, o presente trabalho tem
como objetivo enunciar e demonstrar algumas propriedades referentes
a numeros naturais tomando como principais ferramentas de
demonstracdo o Principio da Indugdo Finita (PPI) e o Principio da Boa
Ordenacao (PBO), bem como a equivaléncia entre estes principios.

Palavras-chave: Principio da Boa Ordem, Principio da Inducdo,

Equivaléncia entre PBO e PPI.

Abstract

Mathematical problems involving properties related to numerical sets are
common in mathematics competitions, such as the Brazilian Public School
Mathematics Olympiad (OBMEP). In this perspective, the authors'
participation in the Junior Scientific Initiation Program of OBMEP - PIC
OBMEP at Vale do Acarau State University (UVA) and the routine
exposure to problems fitting the description above stimulate the desire to
investigate, in a more qualitative manner, some of the tools used to solve
such problems. Therefore, the present work aims to state and demonstrate
some properties related to natural numbers, taking the Principle of Finite
Induction (PFl) and the Principle of Well-Ordering (PWQO) as the main
demonstration tools, as well as the equivalence between these principles.

Keywords: Principle of Good Order, Principle of Induction, Equivalence
between PBO and PPI.
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INTRODUCAO

O Programa de Iniciacao Cientifica Junior (PIC) da Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas (OBMEP) visa transmitir aos alunos cultura matematica basica e treina-los no rigor
da leitura e da escrita de solugdes e resultados, nas técnicas e métodos, na independéncia do

raciocinio analitico, entre outros (OBMEP, s.d.).

Nos encontros do programa sao abordados, dentre outros assuntos, problemas que
tangem propriedades relativas a numeros naturais. Tais propriedades sdao recorrentes em
competicbes olimpicas de matematica como, por exemplo: OBMEP, a Olimpiada Brasileira de
Matematica (OBM), a Olimpiada Canguru de Matematica, a Olimpiada Cearense de Matematica
(OCM), a Olimpiada Brasileira de Informatica (OBI) e até mesmo a Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO),

As demonstracdes dos resultados matematicos podem demandar um aporte significativo
de engenhosidade e criatividade, a depender do resultado que se quer demonstrar. Muitas
propriedades referentes ao conjunto dos nUmeros naturais ou um subconjunto especifico dele
podem ser demonstradas por meio de uma ferramenta matematica conhecida como Primeiro
Principio da Inducdo (PPI). Esse resultado esta implicitamente presente sempre que dizemos “e

"non

assim por diante”, “e assim sucessivamente”.

Outro principio de grande relevancia chama-se Principio da Boa Ordenacao ou Principio
da Boa Ordem (PBO) que também assume protagonismo nas demonstragdes de propriedades
referentes a nUmeros naturais. Mostrar-se-a, na parte final desse trabalho, que esses dois principios
sdo equivalentes. Dessa forma, espera-se que esse trabalho possa servir de suporte para alunos que
almejam participacdo em olimpiadas cientificas.

O principio da inducdo

O Principio da Inducao é amplamente usado para provar teoremas e propriedades em
matematica, especialmente quando se trata de afirmagdes que tém uma estrutura recursiva ou sdo
aplicaveis a todos os numeros naturais. Conforme destaca Lima (1998)

O Principio da Indugdo é um eficiente instrumento para a demonstragdo de fatos
referentes aos numeros naturais. Por isso deve-se adquirir pratica em sua utilizacao.
Por outro lado, é importante também conhecer seu significado e sua posi¢do dentro
do arcabougo da Matematica. Entender o Principio da Indugdo é praticamente o
mesmo que entender os numeros naturais (Lima, 1998, p.26).

As demonstracGes sdo usadas para validar a veracidade de afirmagcdes matematicas. Elas
permitem estabelecer de forma rigorosa e logica, que uma afirmacdo € verdadeira, o que é

essencial para a construcao do conhecimento matematico. De acordo com Balacheff (1988, apud
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Silval; Savioli, 2012, p.128) "ha dois tipos de prova: as provas pragmaticas que consistem em agdes
ou ‘mostracdes’ e as provas conceituais que se caracterizam por formulagdes de propriedades e as
possiveis relacdes entre elas”.

Essa distingdo entre provas pragmaticas e provas conceituais é importante, pois enfatiza a
evolugao da compreensdo matematica, incentivando os estudantes a progredir em direcdo a uma
compreensdo mais profunda e conceitual da matematica, em vez de depender exclusivamente de
abordagens praticas.

De acordo com Silva e Savioli (2012), Balacheff (1988) apresenta contribuigdes significativas
para a area de educagao matematica ao discutir a existéncia de alguns niveis de provas pragmaticas
e provas conceituais em seu trabalho. Esses niveis de provas podem ser classificados da seguinte
maneira.

Figura 1: Niveis de provas de acordo com Balacheff (1988, apud SILVA e SAVIOLI, 2012, p.128)

Empirismo Experimento
Ingénuo Crucial

NIVEIS
DE PROVAS

PRAGMATICAS E
CONCEITUAIS

Experimento Exemplo
de Pensamento Genérico

Fonte: Elaborada pelos autores

Esses niveis representam uma progressao da compreensao matematica, partindo de uma
abordagem mais pratica e empirica até uma compreensdo mais abstrata e conceitual. O trabalho de
Balacheff (1988) destaca a importancia de promover o desenvolvimento dos estudantes através
desses niveis, visando uma compreensdao mais profunda e significativa da matematica, conforme
Silva e Savioli (2012).
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Quadro 1: Definicao dos niveis de provas apresentadas por Balacheff (1988)

Empirismo In-

Sugere que o conhecimento ¢ adquirido principalmente por meio da observa-

génuo c¢do direta, apds a verificagdo de alguns casos
Experimento | Refere-se a um experimento que € projetado para testar uma teoria ou hipodtese
Crucial de maneira decisiva, ou seja, um experimento que tem o potencial de confir-
mar ou refutar a teoria em questio
Exemplo E um exemplo que representa um conceito, categoria ou classe de objetos. Ele
Genérico ndo se refere a um exemplo especifico, mas sim a uma descri¢do geral que se

aplica a uma variedade de situagdes

Experimento de
Pensamento

E a técnica que envolve imaginar uma situacao hipotética para explorar impli-
cacdes logicas, testar hipdteses ou entender conceitos

Fonte: Adaptada de Silva e Savioli (2012, p.128).

A compreensdo dos niveis de provas pode ajudar a escolher a abordagem mais
apropriada e pode contribuir na escolha do percurso a ser percorrido. Assim, os educadores podem
usar esse conhecimento para planejar estratégias de ensino que ajudem os estudantes a progredir
de provas pragmaticas para provas conceituais. Isso pode melhorar o processo de aprendizado e

promover uma compreensdo mais profunda dos conceitos.

MATERIAL E METODOS

Assumindo que o leitor tenha entende as ideias basicas da linguagem dos conjuntos, inicia
-se uma explanacao, evocando o Principio de Indugdo, comumente utilizado em demonstracdes de

muitas propriedades referentes a conjunto de nimeros naturais.

Primeiro Principio da Indugéo (PPI). Se XN ¢ um subconjunto tal que 1€ X, e para todo " €X

s(n)=n+1€X X=HN

tem-se também , entdo

Este principio também pode ser enunciado da seguinte maneira: Seja P uma propriedade
referente a numeros naturais. Se L gozar da propriedade P e se, do fato de um nimero ™ gozar de

n + 1

P . . P ~ , .
puder-se concluir que goza da propriedade ~ , entdo todos os numeros naturais gozam

dessa propriedade.
Problema 1. (Primos de Fermat) No ano de 1.640 o francés Pierre de Fermat acreditava ter
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flm) = 22" +1

encontrado uma férmula , que so fornecia nimeros primos. A formula funciona

para os 5 primeiros casos, a saber: f(0)=3,f(1)=5f(2) =17,f(3) =257 _ f(4) =65537

f(5) = 4.294.967.297 = 641 - 6.700.417

Entretanto, Leonhard Euler (1707-1783) mostra que seria

um numero composto, conforme Ferreira (2018).

Problema 2. O Pequeno Teorema de Fermat, enunciado por Pierre de Fermat (1607-1665), garante

-1
n o , . a , o ~ ‘liolo de P . af™t—1
que, se € um numero primo e € um numero Inteiro, nao mu tlpO e , entao e

p-1_q = . .
multiplo de P Isto &, existe meZ tal que @ L=m P De acordo com Ferreira (2018),
Dimitry Grave (1863-1939) tenta mostrar algo proximo. Ele tentou provar que para todo numero

(p—1) _

primo p, o numero ndo era divisivel por P

. O interessante nesse caso é que essa
conjectura funciona para todos os primos menores do que 1.000 (mil). Para o ndmero primo

p = 1.093 28082 ¢ 1.0932
, tem-se que sera divisivel por :

Os problemas descritos acima servem para reforcar a importancia do Principio da Indugéo,
pois 0 mesmo prova que uma afirmacao é verdadeira para todos os nUmeros naturais. Isso é crucial
na matematica, pois muitas teorias e teoremas envolvem propriedades que se aplicam a uma
infinidade de termos. Em outras palavras, esse Principio é essencial para estabelecer a validade de
afirmacBes matematicas que se aplicam a uma infinidade de casos.

Um segundo principio, relativo ao conjunto dos nimeros naturais, ressalta uma ordenagéo
inerente a qualquer subconjunto proprio, de tal forma que sempre € possivel obter o menor
elemento. Trata-se do Principio da Boa ordenacao, cujo enunciado se apresenta da seguinte forma:

Principio da Boa Ordenagdo (PBO). Todo subconjunto Ac M, ndo vazio, possui um elemento
minimo.

Esse principio pode ser utilizado em demonstracGes de diversos resultados e existe uma
forma, em simbolos matematicos, de reescrevé-lo:

SENS+0=3In,ES;nyg=<n,VneS

7
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. 5 . , . .
O que pode ser lido como: Se = é um subconjunto dos nimeros naturais, diferente de

vazio, entdo existe, em S, um nimero '® que é menor que qualquer outro elemento de 5 Esse
resultado € frequentemente utilizado na teoria dos nimeros, como por exemplo: para provar a
existéncia de solucdes para equacdes diofantinas (equacdes com coeficientes inteiros); além de
estabelecer propriedades sobre numeros inteiros, como a divisibilidade.

a,b €N o mdc(a,b) =d m,n €L

Problema 3. (Equacées Diofantinas) Sejam . Entao, existem tais

que d=am+ bn

Defina o conjunto A={x €N|x=am+bn ondemn€Lex> D}. Primeiramente

A=0 m=a n=~ab

. A saber, basta tomar e ,logo T % b7 e N

note que o conjunto Ou

. . A Lo « .
seja, 0 conjunto *° nao € vazio. Pelo Teorema da Boa Ordenacao, tem-se que existe um elemento

ky, = mdc(a,b)

minimo kDEA. Agora, se provara que . Dividindo % por ko tem-se, pelo

: . : < : =
algoritmo da divisdo, que existem o €L , com 0<r<k , tais que a=qkotr . Como ko € A,
temos que
Imgyn, EZ tais que k, = amy+ bn, . ()
Portanto,
a =gk, +r o ky = amgy + bn,.
Assim,

a =gk, +r =a=gq(lam,+ bny) +r,

a=gqgamy+gbny,+r=r=(1—qgmylat+ (—qny)b

0=r=<k%k 0=r==%k red

Como ', tem-se apenas duas possibilidades. Caso ¢, tem-se ,

- . T k,E A
0 que gera um absurdo, pois isso contraria a minimalidade do elemento ™® . Portanto, tem-se

r=20 a=q-k,

. b=p-k
que , € consequentemente, . De modo anélogo, mostra-se que P %o por

, ky . . . a b . C .
fim, apresenta-se que € o maior divisor comumde ~ e " .Seja = um outro divisor comum de
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a m,, M, E L a=1m,c b=m.,c
1+ ¢ q

e b . Assim, existem tais que 27 . Entdo, pela equacao (I), deduz-

Se:

ky = amy+ bny = ky = (me)my + (mycing = ky = e(mymy+ myng)

Portanto, © divide ko Logo, ko =d = mdec(a,b)

neM

Problema 4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Seja um nUmero natural maior ou igual a

2 ~ n o, , . ;. ,
. Entdo, & é um numero primo ou se escreve de modo Unico como um produto de ndmeros

primos.

Considere ¥ como sendo a propriedade descrita no Problema 4 e defina o conjunto

A={x €N | x gozadapropriedade P}. O conjunto X¥=N-AU{l}cN ¢ vazio! Do contrario,

ky €EX ke &€ A

pelo Principio da Boa Ordenacdo, existiria um elemento minimo . Como , ele ndo

nm EN ky=m-n l]:’::rn::’kue

sera um ndmero primo. Sendo assim, existem , tais que , com

0<n<k, n,m e A

ky . . . n
. Dessa forma, , Uma vez que é o0 elemento minimo. Disso decorre que,

e ™ gozam da propriedade P Logo, ko também gozaria da propriedade Py que seria um

nel

. : . . . 2
absurdo. Quanto a unicidade, seja um numero natural maior ou igual a = . Suponha que

Pl; P:r ;P,u qj_r q:r "

existam ndmeros primos 9% tais que

P1-P2-P3 - Pr =1 = q1-93-03 - g

Como P ¢ primo, temos que divide algum q"', para algum 7~ L ""k. Como ¥

p, = i=1,..k

também é primo, temos que q*", para algum . Portanto, a menos de uma

Py

reordenacso, tem-se Pt = 91 Agora, elimine P1 em ambos os lados da equacao. Assim,

Pz:P3 - Pp =N = (- Gz -y
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kP

Seguindo de maneira indutiva, conclui-se que © e 7 9 para todo / ~ L.k :

RESULTADOS E DISCUSSAQ

Equivaléncia entre o PPI e 0 PBO

Nessa secdo, mostra-se a equivaléncia entre o Primeiro Principio da Inducdo e o Principio

da Boa Ordem. Assuma como verdade o PPI, e veja que o PBO é valido. Com efeito, seja 4c N,

I, ={peEN,1<p=n}

1

um subconjunto nao-vazio. Usando a notagdo , considere o conjunto

XcH I

¥

. cHN—-4

, EM . . . eExX . ..
, formado pelos nimeros ™ tais que . Assim, dizer que " significa

neEAd

. . . T / ~
afirmar que e que todos 0os nUmeros naturais menores do que também nao pertencem a

A 14 A 14

. 1 ,
. Se , 0 resultado estara demonstrado pois sera o0 menor elemento de " . Se

1e

entao X+N

XY¥cH-—A ef-l-,-‘-@

X . . X .
. Mas, note que , pois . Assim cumpre a primeira parte

1€ X
(

da hipdtese do PPI ), mas ndo satisfaz a conclusdao do PPI, ja que ndo € igual a N Logo, nao

ng EX ng+1&X

pode cumprir a segunda parte da hipotese. Isto é, deve existir algum tal que

ny +

C L . M A 1 A
Portanto, todos os inteiros até " ® pertencem ao complementar de =, mas pertence a

ny +1

. , : A o
Desta maneira, é 0 menor elemento do conjunto *°, o que demonstra a primeira parte da

equivaléncia.

Por outro lado, considere valido o PBO. Seja YeN im conjunto, onde Lex e, além

n+l1eX X =H

do mais, dado qualquer TEX tem-se . Mostrar-se-a que . Suponha, por
absurdo, que X#N Entdo, tem-se que N—x= @. Sendo assim, pelo PBO, o conjunto N—-X
n,—1€X

.y T, , ;. .
possuira um elemento "% que sera o seu elemento minimo e, dessa maneira, tem-se

L. ~ . 1 ;. . . . X
Do contrario, ndo seria "% elemento minimo. Pela hipdtese feita sobre conjunto ™, deve-se

n,—1)+ 1 =n, X
o o

e . n, EX .
verificar que , mas dessa forma, conclui-se que , O que seria um

ng EM—X X =H

absurdo, pois . Assim, conclui-se que
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Problema 5 (OBM 2008). Vamos chamar de garboso o nimero que possui um multiplo cujas quatro

primeiras casas de sua representacdo decimal sdo 2008. Por exemplo, 7 € garboso pois 200858

multiplo de 7 e comeca com 2008. Observe que 200858 = 28694 X7 \ostre que todos os

inteiros positivos sao garbosos.

O problema 5 se trata de uma afirmacao que deve ser validada para todo numero
natural. Serd apresentada uma demonstracio utilizando o PBO. O ntmero natural " goza da

. P . . :
propriedade se, e somente se, o numero n for garboso. Defina o conjunto

X ={n €N |n gozadapropriedade P} Note que L23€X A caper

1x2.008=2.008; 2x1.004=2.008; 3 X 66940.027.336 = 200.820.082.008

M—-—XcCcH

O conjunto sera vazio! Do contrario, pelo PBO, existiia um elemento

ngEMN-—-X .. . A , . (a . .
e minimo. Defina uma sequéncia de nUmeros naturais (20) new da seguinte maneira;

n

a, = Z 2.008 X 1047* = 2,008 + 2.008 x 10* + --- 4+ 2.008 x 10*" 7%,
=1

Isto &,

a, = 2.008; a, = 2.008 + 2.008 X 10% a; = 2.008 + 2.008 X 10* + 2.008 x 10°.

A sequéncia (@) pew admite infinitos termos. Pelo Principio das Casas dos Pombos,

a, = a, mod(ng)

. , . r,peEM . . .
existem numeros naturais P distintos, tais que ' F

tal

. . me&ZEZ
. Assim, existe ,

a,.—a

que 2= A gem perda da generalidade, suponha =T Portanto,

mxn, =a, —da
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r D
= Z 2.008 x 1047% — Z 2.008 x 1047
= =

.
= Z 2.008 x 10%4%

=ptl

. 11 . s
Assim, % seria um nUmero garboso. Absurdo!

CONSIDERACOES FINAIS

As olimpiadas de matematica geralmente buscam avaliar a capacidade dos participantes
de construir argumentos matematicos solidos, em cima dos problemas propostos. O Primeiro
Principio da Indugdo e o Principio da Boa Ordenacao fornecem uma estrutura légica para esses
argumentos e sao, portanto, ferramentas valiosas para os competidores possuirem.

A equivaléncia entre esses dois principios possibilita o estudante a escolher a melhor
abordagem para provar proposicdes e resolver problemas, dependendo do contexto. Essa
flexibilidade é fundamental para a resolucao de uma ampla gama de problemas matematicos e
demonstra a importancia desses principios na teoria matematica.
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